Problemes

Al darrer SCM /Noticies varem oblidar agrair la recepcié de diverses solucions. Ho fem ara, tot

demanant disculpes.

En Llufs Caminal Homar de 'IES Carles Vallbona de Granollers déna solucions als problemes A20 i A21.
En Quim Nadal i Vidal de I'IES de Cassa de la Selva ens envia les solucions A21 i A29.
Albert Bailo (estudiant a I'TES Alexandre Satorras) ha enviat una altra solucié del problema A17 fent servir

conceptes i férmules de trigonometria.

El problema dels camaleons (A23) va aparéixer en una mostra de problemes proposats a un
Concurs Internacional anomenat International Mathematics Tournament of Towns, (IMTT), que

agrupa diferentes ciutats del mén.

En propers nimeros de SCM /Noticies proposarem d’altres problemes d’aquest concurs. Per
avui, amb els que podeu trobar en una altra secci6é de I’'Olimpiada catalana i els que us proposem
tot seguit de I’Olimpfada Iberoamericana potser ja en teniu prou! Esperem les vostres solucions!

Problemes proposats

Problemes de la XII Olimpiada Iberoamericana de Matematiques.
Guadalajara, Jalisco, 16 i 17 de setembre de 1997.

Primer dia. (Durada: 4h 30 min)

Problema 1. Sigui » > 1 un nombre real que
compleixi la propietat segiient:
Per a cada parella de nombres enters positius,
m i n, amb n mdltiple de m, es té que [nr] és
miltiple de [mr].

Demostreu que r és un nombre enter.
Nota: Si z és un nombre real, denotem com [z] el
més gran enter que és més petit o igual que z.

Problema 2. Amb centre en Uincentre / d’un
triangle ABC, tracem una circumferéncia que
talla cadascun dels tres costats del triangle en
dos punts: el segment BC en els punts D i P
(sent D el més proper a B); el segment C'A en
els punts E'i @ (sent E el més proper a C), i el
segment AB en els punts F'i R (sent F' el més
proper a A).

Sigui S el punt d’interseccié de les diago-
nals del quadriliter EQFR. Sigui T el punt
d’interseccié de les diagonals del quadrilater
FRDP. Sigui U el punt d’interseccié de les

Segon dia. (Durada: 4h 30 min)

Problema 4. Sigui n un enter positiu. Consi-
derem la suma ziy; + z2y2 + -+ Taln,
on els valors que poden prendre les varia-
bles z1,Z9,...,Zn, Y1, Y2, - - - , Yn SO0 Unicament
"0 i 1. Sigui I(n) el nombre de 2n-ades
(z1,%2,-+ yZn, Y1, Y2, - - ,Yn) Der a les quals el

diagonals del quadrilater DPEQ.

Demostreu que les circumferéncies circums-
crites als triangles FRT, DPU i EQS tenen un
dnic punt en comd.

Problema 3. Siguin n > 2 un enter i D,
el conjunt de punts (z,y) del pla amb coorde-
nades enteres que compleixen —n < z < n i

~
—nLY <N

(a) Disposem de tres colors; cadascun dels punts

(b)

de D, s’acoloreix amb un d’aquests colors.
Demostreu que, independentment de com
s’hagi fet la coloracié, sempre hi ha dos punts
de D, del mateix color tals que la recta que
els conté no passa per cap altre punt de D,,.

Trobeu una forma d’acolorir els punts de D,
fent servir quatre colors de manera que si una
recta conté exactament dos punts de D, lla-
vors aquests dos punts tenen colors diferents.

valor de la suma és un nombre imparell i si-

gui P(n) el nombre de 2n-ades (z3,z9,...,2,,
Yi,Y2,---,Yn) Per a les quals la suma pren un
P n
valor parell. Demostreu que T((Ib)l = g—n—f—%
n




Problema 5. En un triangle acutangle ABC
siguin AE 1 BF dues altures, 1 sigui H
Portocentre. La recta simétrica de AF respecte
de la bisectriu (interior) de ’angle en A i la
recta simétrica de BF respecte de la bisectriu
(interior) de l’angle en B s’intersequen en un
punt O. Les rectes AE i AO tallen per segona
vegada la circumferéncia circumscrita al trian-
gle ABC en els punts M i N respectivament.
Siguin P, la interseccié de BC amb HN; R, la
interseccié de BC amb OM; i S, la interseccié

Solucions

de HR amb OP. Demostreu que AHSO és una
paralielogram.

Problema 6. Sigui P = {P;, P,,..., Piggr}
un conjunt de 1997 punts de l'interior d’un cer-
cle de radi 1, sent P; el centre del cercle. Per
acada k =1,...,1997 sigui z; la distancia de
Py al punt de P més proper a Py i diferent de
Fy. Demostreu que

$%+$%+"'+$%997<9-

Problemes proposats a SCM/Noticies-6

A23. [IMTT] A I'illa de Camelot viuen 13 cama-
leons grisos, 15 de color marré i 17 de color lila. Si
dos camaleons de diferent color es troben, canvien
simultaniament al tercer color (per exemple, si es
troben un camaled gris i un de marré, tots dos can-
vien a lila). Es possible que tots els camaleons de
I'illa tinguin alhora el mateix color?

Solucié (Quim Nadal Vidal (IES Cassa de la
Selva)). Després de z trobades gris—marré; y tro-
bades gris-lila; z trobades marré-lila tindrem

13—z~ y+ 2z camaleons grisos
15—z + 2y — z camaleons marrons
17+ 2z — y — z camaleons liles

S1 tots tinguessin el mateix color, tindriem:

B-z—~y+2z = 45 o 0 o 0
5—-z242—2 = 0 o 45 o 0
17"+2z—y—2z = 0 o} 0 o 4b

(A) (B) (©)

en el cas que tots féssin grisos (A) o tots marrons
(B) o tots liles (C). Si a la segona equacié li restem
la primera obtenim

y—2)=-4T7043 0 — 2.

I per tant, y—z = —47/3 0 43/3 0 —2/3, clarament
impossible ja que y — z ha de ser enter. Per tant, els
camaleons no poden acabar tenint tots els mateix
color.

Altres idees: Hem rebut solucions de Llufs Ca-
minal Homar (IES Carles Vallbona, Granollers);
Joan Trias, UPC; Roger Trias Sanz (estudiant de
1Ir d’enginyeria de telecomunicacié a la UPC); Faust
Mas Salom, estudiant de la UAB.
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A24. Demostreu que si z,y,z i n s6n enters posi-
tius i n > z, llavors la igualtat z” + y™ = z" no pot
donar-se.

Solucié (Anna Pol, IES Jaume Vicens Vives de Gi-
rona). Si es donés la igualtat, tindriem que z € z —
1,y < z—1. Aixi, si demostrem (z—1)* +(2—1)* <
2%, quedara provat que ¥ +y* < 27 i, en aquest cas,
sin >z, sera

xﬂ + yﬂ —

= gh—Zpz +yn—zy: < zn-—z(l.z + yz) < ZTE R
= 2"

Per demostrar que (z - 1)* + (z — 1)? < 27, ob-
servem que z* — (z — 1) = es pot escriure com el
producte de (z — (z — 1)) per
(F '+ e+ 4 2(z =12 4

z—1 termes, tots ells >(z~1)=—
+(z = 1))
i, per tant, és més gran que (z — 1)*.
Altres idees: Hem rebut solucions de Lluis Cami-
nal Homar (IES Carles Vallbona, Granollers); Quim
Nadal Vidal (IES Cassa de la Selva).

A25. Demostreu que el nombre m(m + 1) no pot
ser la poténcia d’un enter per cap valor enter de m.

Solucié (Quim Nadal Vidal (IES de Cassa de la
Selva)). Si n(m + 1) = n* amb k > 2, com que m i
m -+ 1 sén primers entre si, tindriem que m = ¥ i
m+1=s"ia partir d’acf,

1=sF—rk = (s—r)(s¥ 1465 2p4. . srh-24 k-1
icomque s> 1ir>1laigualtat és clarament im-
possible.

Altres idees: Hem rebut solucions de Lluis Cami-
nal Homar (IES Carles Vallbona, Granollers); Roger
Trias Sanz (estudiant de 1r d’enginyeria de teleco-
municacié a la UPC).



XXX Olimpiada Matematica. Fase estatal (Valéncia, 7 i 8 de marc de 1997)

Problema 1. Calculeu la suma dels quadrats dels
cent primers termes d’una progressié aritmeética, sa-
bent que la suma d’aquests termes és —1 i la suma
dels termes de lloc parell és +1.

Solucié (Redaccié) Si anomenem a; els termes
de la progressié, i d la seva diferéncia, tenim que
~1= 1% = (2a; +99d)50 i 1 = 2,03 as =
(2a; + 100d)25 d’on es treu a; = —149/50 i d =
3/50. Ara bé,

N
S = Z = a1+2a1dZ]+dzz]
= Na1+a1dN(N~1)+d2( )3/3+
+(N - 1)3/2+ (N - 1)/6.
Per a; = -149/50,d = 3/501 N = 100

tenim S = 14999/50

Altres idees: Hem rebut solucions de Quim Na-
dal Vidal (IES Cassa de la Selva) i d’Esteve Casas
Junca.

Problema 2. Un quadrat de costat 5 unitats es
divideix en 25 quadrats unitat mitjancant rectes
paralleles als costats. Sigui A el conjunt dels 16
punts interiors al quadrat que sén vértexs dels qua-
drats unitat, perd que no pertanyen a cap dels cos-
tats del quadrat inicial. Quin és el nombre més gran
de punts de A que és possible escollir de manera que
tres qualssevol d’ells NO siguin els vértexs d’un tri-
angle rectangle isosceles?

Solucié (Oficial de la OM). Provarem que el ma-
xim és 6. Numerem els punts de A de la manera
segiient:

13 14 15 16
9 10 11 12
5 6 7 8
1 2 3 4

Es facil veure que cap terna dels punts
1,2,3,8,12,16

forma un triangle rectangle isdsceles. Suposemn que
hi hagués un conjunt de 7 punts amb la propietat
de 'enunciat (és a dir, que no contingui cap terna
de punts que formi un triangle rectangle isosceles).
Observem que si 4 punts formen un quadrat, com
a molt en podrem escollir dos d’ells per al nostre
conjunt. Com que els punts 1,4, 16, 13 formen un
quadrat, i andlogament el punts 2, 8, 15,91 els punts
3,12,14,5, com a molt 6 dels punts escollits seran
del “contorn extern” de A. D’aixd en resulta que
almenys un dels punts 6,7, 10, 11 haura de ser dels
escollits. Podem suposar, per la simetria de la fi-
gura, que és el 7.
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Per altra banda, 7,16, 9 formen un triangle rec-
tangle isosceles, i el mateix passa amb 1,7, 14, amb
la qual cosa com a molt dos dels punts 1,9, 14, 16 po-
dran formar part del nostre conjunt. Pero els punts
9,7,13,15 formen un quadrat i, per tant, com a molt
en podrem escollir un entre 5,13, 15.

D’aixé es dedueix que hem d’escollir almenys 3
punts entre

2,3,4,6,8,10,11,12.

Pel principi del colomar, s’han d’escollir almenys dos
punts d’un dels conjunts 3,6,11,8 0 2,4, 10, 12.

Es facil veure que si els dos punts sén del primer
d’aquests conjunts, llavors hi ha dues possibilitats:
3111,061i7 (no es poden escollir, en ambdés casos,
més punts en el quadrat al qual pertany 7).

Analogament, si els dos estan en el segon
conjunt, les possibilitats també sén dues: 2 i 12,
041 10 (no es poden escollir, en ambdds casos, més
punts en el quadrat al qual pertany 7).

Aquesta contradiccié demostra que no es poden
escollir més punts en el quadrat que conté el 7 i,
aixf, el nombre maxim de punts és 6.

Problema 3. Considereu les paraboles y = z? +
pz + g que tallen els eixos de coordenades en tres
punts diferents, pels quals es traga una circumfe-
réncia. Demostreu que totes les circumferéncies que
resulten per tots els valors p € Ri ¢ € R passen per
un punt fix i determineu aquest punt.

Solucié (Esteve Casas Junca). Els tres punts de
tall seran (z1,0),(z2,0) 1 (0,z1z5). Les circumfe-
réncies que passin per aquests tres punts tallaran
Ieix OY en un quart punt, (0,y). Si considerem
la poténcia de I’origen de coordenades respecte de
aualsevol de les circumferéncies anteriors, tindrem
que z1 - Ty = (Z1T3) -y i, en conseqiiéncia, y = 1.
Totes les circumferéncies passen per (0,1).

Altres idees: Hem rebut una solucié analoga de
Quim Nadal Vidal (IES Cassa de la Selva).

Problema 4. Sigui p un nombre primer. Trobeu
tots els nombres k € Z tals que \/k2 — pk és un
nombre enter.

Solucié (Quim Nadal Vidal (IES de Cassa de la
Selva)). Si k2 ——pk = n?, el discriminant de I’equacié
k2 - kp ~n? = 0 ha de ser un quadrat perfecte
p?+4n? = 2, D aqui, (t — 2n)(t + 2n) = p% com
que p és primer, tenim una de les tres possibilitats
seglients:

1.

t—2n
t+2n

I

p

= k=p k=0
4 ’




[

t—2n
t+2n

En aquest cas serd

2
k:<p+1> .
2

t—2n
t+2n

Aquesta ultima possibilitat ens porta a acceptar
valors negatius per n 1 comporta les mateixes so-
lucions que el cas 2).

Altres idees: Hem rebut també una solucid

d’Esteve Casas.

Problema 5. Demostreu que en un quadrilater
convex d’area unitat, la suma de les longituds de
tots els costats i les diagonals no és més petita que

2(2+/2).

Solucié (Seguim, en linies generals, la solucié pro-
posada per Esteve Casas). El nimero 2(2 + /2) és
exactament la suma de les longituds dels quatre cos-
tats i les dues diagonals d’un quadrat d’area 1. Hem
de veure que, d’entre tots els quadrilaters convexos
d’area donada, el quadrat és el que té minima la
suma considerada a ’enunciat.

Considerem un quadrilater convex, ABCD.
I’anirem modificant, tot mantenint ’area, fins a ar-
ribar al quadrat. Primer de tot, el triangle ABC)| es
pot convertir en isosceles, AB'C amb AB’ = B'C,
tot mantenint constant ’area.

C

A

El perimetre de AB’C és menor o igual que el peri-
metre de ABC (cosa que es demostra facilment per
simetria). Femn la mateixa operacié amb el trian-
gle ADC i passem a AD'C isosceles (AD' = D'C).
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Tenim un nou quadrilater, AB'C'D' que té la ma-
teixa area que I’anterior i el perimetre junt amb les
diagonals (que no s’han modificat) és menor o igual.
Aplicant novament el mateix procediment als
triangles AB’C’ i B'CD' i arribem a un rombe
A'B’C'D' amb la mateixa area que el quadrilater
inicial 1 amb perfmetre més diagonals menor o igual.
Per dltim, d’entre tots els rombes de la mateixa
area (dd'/2, si d 1 d' sén les diagonals) el que té
el perimetre minim és el quadrat (senzill exercici
d’optimitzacid).
Altres idees: Hem rebut una solucié de Quim Na-
dal Vidal (IES Cassa de la Selva) que arriba al resul-
tat analiticament minimitzant les arees dels quatre
triangles que s’obtenen des del punt d’interseccié de
les diagonals.

Problema 6. Per tal de donar una volta completa
en cotxe a un circuit circular, la quantitat exacta de
benzina que es necessita esta distribuida en dipo-
sits fixes situats en n punts arbitraris, diferents, del
circuit. Inicialment el diposit del cotxe esta buit
Demostreu que sigui quina sigui la distribucié del
combustible en els dipdsits, sempre existeix un punt
de partenca a partir del qual es pot donar la volta
completa. Se suposa que el consum és uniforme 1
proporcional a la distancia recorreguda i que el di-
posit del cotxe té capacitat suficient per a contenir
tota la gasolina.

Solucié (Esteve Casas). Escollim com a punt de
partida, P;, aquell punt on el tros de circuit que
es pot recorrer abans de quedar-nos sense benzina
sigul maxim. Suposem que no podem completar la
volta sencera, és a dir arribar fins a Poypy = P).
Sigul Py liltim punt on hem pogut carregar ben-
zina, & < n. Haurem arribat a una posicié d tal que
k<d< k+1. Sik=n, hem esgotat tota la ben-
zina 1 no hem acabat de fer la volta: contradiccis.
Si k < n, partint de Py (sense gens de benzina)
mai podrem arribar a P; perqué aconseguirfem un
recorregut més gran que comencant de Pj, i aquest
fet contradiria la maximalitat del recorregut des de
Py: contradiccié. Per tant, partint de P, podem fer
la volta sencera.

Altres idees: Hem rebut solucions, essencialment
similars, de Llufs Bibiloni (UAB), de Jaume Paradis
(UPF) i de Juanjo Egozcue (UPC).



